INSTRUCCIONES PARA RECUPERAR PLASTICA DE 42 ESO
EN SEPTIEMBRE.

CURSO 2016 -17

En septiembre se hara un examen de todo lo que se ha dado durante el curso.

No habra entrega de ldminas, por lo que, hay que mirar con cuidado todos los

documentos colgados.

El 100% del examen serd del temario de geometria.
¢Qué hay que estudiar de esta parte?

En geometria se debe estudiar tan solo las preguntas que estan subrayadas. No
caerdn ninguna otra pregunta o figura que no esté en las fotocopias.

Para el examen hay que traer el siguiente material:

e Escuadra, cartabon y regla numerada

e Compas

e Portaminas, con minas de repuesto, o lapiz, con sacapuntas
e Goma de borrar

e Boligrafo

Si no se trae el material, no se podra hacer el examen de geometria, pues el material

es imprescindible para resolver todos los ejercicios.

No habrd preguntas de tipo test, en geometria se tendran que resolver los ejercicios
planteados.

Eso es todo. Animo con el estudio pues, todo lo hemos visto en clase y se ha repetido
mucho.

Feliz verano!



Como se suman y restan angulos
Dados los dngulos A y B8 (fig. 29):

1. Con radio arbitrario y centros en A y B se trazan dos arcos
que cortan a los lados de los angulos en los puntos D, £, FyG.

2. Conelmismo radio y centro en un punto C arbitrario se traza
un arco base que corta a la recta r en H. Con centro en Hy
radio DE se describe un arco que corta al arco base en /.

3. Suma. Con centro en I y radio FG se describe otro arco en el
mismo sentido que el anterior, que corta al arco base en el
punto / (fig. 29a).

4. Resta. Con centro en [y radio FG se describe otro arco en
sentido contrario al anterior, que corta al arco base en el
punto / (fig. 29b).

Figura 29

5. La recta s que une los puntos C y / forma con r el angulo
buscado en los dos casos.

Como se traza la bisectriz de un angulo
Dado un angulo A formado por ry s (fig. 30):

1. Con centro en el vértice A y radio arbitrario se traza un arco
quecortaarysen los puntos By C.

2. Con centros en By C se trazan dos arcos arbitrarios de igual
radio que se cortan en D. La recta ¢t que une los puntos Ay D
es la bisectriz del angulo.

A
Figura 30

EJERCICIOS RESUELTOS == ancie ‘

n Los extremos r y s de un abanico se han abierto hasta
formar un angulo de 150° (fig. 31). Dibuja la posicidn de las
varillas intermedias sabiendo que el angulo ha quedado
dividido en dieciséis partes iguales.

Solucién:
1. Setraza la bisectriz t del angulo que forman r ys.

2. Se trazan las bisectrices m y n de los angulos que forman
las rectas ry t por un lado y s y t por otro.

3. Se trazan las bisectrices a, b, ¢ y d de los cuatro angulos
que forman las rectasr, m, t, ny s.

4. Por dltimo, se trazan las bisectrices e, f g, hij kyldelos
angulos que forman las rectas r, a, m, b, tcndys. Figura 31

—— |

® Como se traza la bisectriz del angulo que forman dos rectas
Jue se cortan fuera de los limites del dibujo

Dadas las rectas r y s (fig. 32):

1. Setraza una recta quecortaarysenlos puntos Ay B.

2. Setrazan las bisectrices g, b, ¢ y d de los angulos que forman
las rectas ry s con la recta AB.

3. Las bisectrices anteriores se cortan en los puntos Cy D. La
recta t que une estos puntos es la bisectriz buscada.

Figura 32 | 4



Como se traza la recta que pasa por un punto dado y que es
concurrente con otras dos rectas dadas que se cortan fuera
de los limites del dibujo

Dadas lasrectas ry sy el punto P (fig. 33):

1. Setraza unarecta que cortaary s en los puntos By C.

2. Seunen los puntos By C con P, definiendo el triangulo PBC. \ \\ /

3. Setraza otra recta arbitraria paralela a la recta BC, que corta \/ \ r
arysenfEyF. £ B

4. Por el punto £ se traza una paralela a PBy por el punto F se Figura 33

traza una paralela a PC; ambas paralelas se cortan en D. La
recta t que une Py D es la solucion.

Como se divide un &ngulo recto en tres partes iguales
Dadas las rectas r y s que forman 90° (fig. 34):

1. Con centro en el vértice A y radio arbitrario se traza un arco
de circunferencia que cortaa larectarenByalarectasenC.

2. Con centros en By Cy el mismo radio, se trazan dos arcos
que cortan al primeroen Dy en E.

Lo

Las rectas AD y AE dividen el angulo recto en tres angulos
iguales.

4.1. Angulos mixtilineos y curvilineos

La bisectriz de un &ngulo formado por una recta y una curva o por dos

A

Figura 34
zurvas es la linea que equidista de ambos elementos geométricos.
» Angulo rectilineo. Es el formado por dos lineas rectas.
» Angulo mixtilineo. Es el formado por una linea recta y una linea
curva (fig. 35). P
2?19}\,
* Angulo curvilineo. Es el formado por dos lineas curvas; por e\

ejemplo, dos arcos de circunferencia (fig. 36).

e (omo se construye {a bisectriz de un angulo mixtilineo

Sea la rectary el arco de centro O (fig. 35):

1. Por un punto B de la recta se traza una perpendicular; se
llevan sobre ella divisiones iguales, y se trazan paralelas ar.

2. Por un punto C del arco se traza el radio; se llevan sobre él
divisiones iguales a las anteriores, y se trazan arcos concén- Figura 35
tricos.

3. Los puntos de interseccion de la paralela I con el arco 1, de
la paralela 2 con el arco 2, de la paralela 3 con el arco 3, etc.,
determinan la bisectriz del angulo mixtilineo.

® C6mo se construye la bisectriz de un &ngulo curvilineo

Sean los arcos de centros 0, y O, (fig. 36):

1. Por los puntos arbitrarios By C de los arcos se trazan sendos
radios; se llevan sobre ellos divisiones iguales, y se trazan
arcos concentricos.

N

Los puntos de interseccién de los arcos correspondientes
determinan la bisectriz del angulo curvilineo.

Figura 36




4.2. Otras construcciones de angulos

Cuando no se dispone de un transportador de angulos, es posible
trazar ciertos angulos con sencillas construcciones realizadas con
otros instrumentos de dibujo.

®_Como construir angulos con el compas

Con un compas se pueden trazar los angulos de 15°, 30°, 45°,
60°,75°y 90°, asi como los que se obtienen al sumar 90° a los
anteriores: 105°, 120°, etc. (fig. 37).

Figura 37

Como construir angulos con la escuadra y el cartabén

Con el simple manejo de la escuadra y el cartabén también
pueden obtenerse determinados angulos (fig. 38).

Figura 38

EJERCICIOS RESUELTOS I

B Dadas las rectas ry s y el punto P (fig. 39), halla los puntos
i My N que estan a 20 mm del punto Py que equidistan de las
rectasrys.

1. Setraza la bisectriz t del angulo que forman las rectas ry s
dadas (fig. 39), lugar geométrico de los puntos que equidis-
tanderys.

f
, Solucién:
{

2. Con centro en P se traza la circunferencia de radio 20 mm,
que corta a la recta t en los puntos M y N, soluciones del ]
ejercicio. Figura 39




Triangulos

e

)

Hay un sinfin de ejemplos de triangulos a nuestro alrededor: las
sefales de trafico (fig. 1), la escuadra y el cartabén con los que
dibujamos, la punta de las flechas que hay pintadas en algunas
calles, etc.

Un triangulo es una superficie plana limitada por tres rectas Figura 1

que se cortan dos a dos. Los puntos de interseccion de las rec-

tas se llaman vértices, y los segmentos comprendidos entre los

vértices, lados del triangulo. B 8 B

Los vértices se designan con letras mayusculas latinas en sentido

contrario a las agujas del reloj, y los lados con mindsculas, utilizan- a - a c g N
do para ello la misma letra del vértice opuesto; por ejemplo, el lado
a sera el lado opuesto al vértice A. c A cd 2 A
(o A (c)
Los tridngulos se pueden clasificar atendiendo 2 sus lados o a sus (@) (b)
angulos. Segin sus lados (fig. 2) se clasifican en:
M " . Figura 2
* Equilatero (a). Triangulo con los tres lados iguales.
* Isdsceles (b). Triangulo con dos lados iguales y el tercero distinto.
* Escaleno (c). Triagngulo con los tres lados distintos. g 8
Segun sus angulos (fig. 3) se clasifican en- % .
-’ .. . o a
* Rectangulo (a). Triangulo con un angulo recto (igual a 90°).
* Acutangulo (b). Tridngulo con los tres angulos agudos (infe- c g A C
riores a 90°). (@)
* Obtusangulo (c). Triangulo con un angulo obtuso (superior a 90°). Figura 3
Las|rectas y puntos no ables|de los triangulos son:
* Altura. Es la recta perpendicular trazada desde un vértice al lado
L= i 5
opuesto. Un tridngulo tiene tres alturas. Las tres alturas de un
triangulo se cortan en un punto llamado ortocentro (fig. 4).
. . PAASF e ]
* Mediana. Es la recta que une un vértice con el punto medio del :

ado opuesto. Un tridngulo tiene tres medianas. Las tres media-
nas de un tridngulo se cortan en un punto que se llama baricentro
(fig. 5). El baricentro de un triangulo es el centro de grave&"d"@ef
mismo y estd a una distancia de los vértices igual a dos tercios de

. . : /D
la longitud total de la correspondiente mediana. / 00//
. . . . [ i
*_Mediatriz. Es la recta perpendicular trazada por el punto medio / %f\
de un lado. Un triangulo tiene tres mediatrices. Las tres mediatri- - i Y E &
ces de un tridangulo se cortan en un punto llamadoﬁgigguncenﬁtﬁrﬁg o TT——————— 4 R
o i = N e P PPy
(fig. 6). Se llama asf por ser el centro de la circunferencia circuns- Bigiira Figira s

crita al tridngulo. Equidista de los tres vértices.

*_Bisectriz. Es a recta que divide uno de los angulos en dos angu-
los iguales. Un triangulo tiene tres bisectrices interiores. Las tres
bisectrices interiores de un triangulo se cortan en un punto, lla-
mado incentro (fig. 7). Se llama asf por ser el centro de la circun-

A s
ferencia inscrita al-tridngulo.

La suma de los tres angulos interiores de un triangulo vale
180°.

Cada lado de un triangulo es menor que la suma de los otros
dos, pero mayor que su diferencia.

En un triangulo rectangulo la hipotenusa es mayor que cada
uno de sus catetos.

Figura 6 Figura 7 4



‘0s tridngulos y rectas notables del tridngulo son:

¢ 3isectrices exteriores. Las tres bisectrices exteriores de un
riangulo se cortan en tres puntos (fig. 8), que en el ejemplo de la
igura son los puntos D, £y F. Estos puntos son los centros de las

sircunferencias exinscritas (inscritas por el exterior).

Figura 8

Ceviana. Es la linea que une un vértice con cualquier punto del
lado opuesto (fig. 9).

Triangulo ortico. Se llama asf al tridngulo cuyos vértices son los
pies de las tres alturas de un triangulo (fig. 10).

G
Figura 9 Figura 10
Triangulo complementario. Es aquel cuyos vértices son los pun-
tos medios de los tres lados de otro triangulo (fig. 11). 8
oo . .. . s D F
Triangulo podar. Se denomina triangulo podar de un tridngulo
dado, respecto de un punto P, al tridngulo cuyos vértices son los
pies de las perpendiculares a los lados trazadas desde el punto P
(fig. 12).
& £ A
Figura 11 Figura 12

EJERCICIOS RESUELTOS

BH Construye un triangulo rectangulo sabiendo que su altura
sobre la hipotenusa vale 30 mm y que la proyeccion de uno
de sus catetos sobre la hipotenusa vale 20 mm. Halla el
incentro, el circuncentro, el baricentro y el ortocentro de
dicho triangulo.

Solucién:

1. Sobre una recta r cualquiera se sitia el segmento
AD =20 mm (fig. 13).

2. Por el punto D se traza la perpendicular a la recta r y se
traslada la distancia DC = 30 mm.

3. Sedibujan las mediatrices a los segmentos AB en el punto
medio £ y BC en su punto medio F.

4. Ortocentro, C: punto donde se cortan las alturas AC, BC y
CD; circuncentro, £: punto donde se cortan las mediatrices:
baricentro, M: punto donde se cortan las medianas AF y CE;
incentro, N: punto donde se cortan las bisectrices AN y BN.




Poligonos regulares

La sefial de stop que indica “parada” (fig. 41), la forma en planta del
edificio del ministerio de defensa de Estados Unidos, la forma de las
celdillas en los paneles de miel de las abejas, cada una de las caras
de un dado, etc., son ejemplos que nos dan idea de la multitud de
sitios en los que podemos encontrar poligonos regulares.

Un poligono es el espacio limitado por una linea quebrada,
cerrada y plana. Cada segmento de la linea quebrada se deno-
mina lado y los puntos de interseccion de los lados, vértices.

Los poligonos se pueden clasificar en:

+ Poligono equilatero. Tiene todos sus lados iguales.

* Poligono equiangulo. Tiene todos los angulos iguales.
» Poligono regular. Sus lados y sus angulos son iguales.

« Poligono irregular. No cumple ninguna de las tres condiciones
anteriores.

En esta unidad nos referiremos siempre a los poligonos regulares.
Por otro lado, los poligonos pueden ser de dos tipos:

+ Poligono convexo. Al trazar cualquier recta, solo corta al poli-
gono en dos puntos.

» Poligono concavo. Existe al menos una recta que lo corta en mas
de dos puntos.

Una tercera clasificacion de los poligonos es la siguiente:

* Se dice que un poligono esta inscrito en una circunferencia si
todos sus vértices estan en ella.

* Se dice que un poligono esta circunscrito a una circunferencia si
todos sus lados son tangentes a la misma.

Los poligonos reciben distintos nombres segln el ndmero de lados:

framo | s ]
| Cuadrilatero |

|

| Pentagono
{| Hexagono |
i/ Heptagono ’

Octégono

N OO 0| S| w

Enedgono
Decagono
Undecdgono

|| Dodecdgono

15

e iy R L s

El tridngulo regular se llama triangulo equilatero y el cuadrilatero
regular se llama cuadrado.

L(fs poligonos que no aparecen en la tabla se nombran indicando el
numero de lados que tienen: asi, un poligono que tenga el doble de
lados que un eneagono se llama poligono de dieciocho lados.

Figura 41

Ten an cuenta

La suma de los angulos e internos de un poligono de n ladc
esiguala 180° por el nimero de lados menos dos:
@=180°-(n-2)

La suma de los angulos Bexternos de un poligono es igual a 360
El ndmero de diagonales de un poligono de n lados es:

ndmero de diagonales = m

3.1. Elementos notables de un poligono

En un poligono de un nimero cualquiera de lados se distinguen lc
siguientes elementos (fig. 42):

@g%gatrg Es el punto O del plano equidistante de todos los vértice:

. Rad&g Es la recta R que va del centro‘ aun vértice. cualquiere
Coincide con el radio de la circunferencia ¢ circunscrita.

* A otema. Es la recta a que une el centro con el punto medio d

uno de sus lados. Coincide con el radio de la circunferencia ¢
inscrita en el poligono.

* Altura. Es la recta h perpendicular a uno de los lados trazad
esde el vértice opuesto.

* Diagonal. Es la recta d’ que une dos vértices no consecutivos.
. L

* Diagonal grinﬂggﬁl}.{ﬁn los poligonos de un namero par de lados
es la recta d que une dos vértices opuestos.

* Petimetro, Es la suma de las longitudes de todos los lados de ui
poligono.

Figura 42



3.2. Construccion de poligonos regulares
conociendole[ radio

& Como dividir una circunferenciaen 3, 6, 12, ... partes iguales
AR

Dada la circunferencia de centro O (fig. 43):

1. Setraza un didmetro AG cualquiera.

2. Hexagono. Con radio igual al radio de la circunferencia
dada y con centros en Ay G se trazan dos arcos, que cortan
ala circunferencia en los puntos K, I, Cy E, vértices del hexa-
gono.

3. Triangulo. El tridngulo equilatero AET se halla uniendo los
vértices del hexagono de dos en dos.

4. Dodecagono. Si se trazan desde el centro de la circunferen- Figura 43
cia las perpendiculares a los lados del hexagono, estas cor-
taran a la circunferencia en seis puntos que, junto con los
vértices del hexagono, forman el poligono de doce lados.

* Como dividir una circunferencia en 4, 8, 16, ... partes iguales

Dada la circunferencia de centro O (fig. 44):

1. Cuadrado. Se trazan dos didmetros AE y CG perpendiculares
entre si, que dividen a la circunferencia en cuatro partes
iguales.

2. Octégono. Si se trazan desde el centro de la circunferencia
las perpendiculares a los lados del cuadrado, estas cortaran
a la circunferencia en cuatro puntos que, junto con los vérti-
ces del cuadrado, forman el poligono de ocho lados.

3. Poligono de dieciséis lados. Si se trazan nuevas perpendi-
culares a los lados del octégono, se obtiene la division de la
circunferencia en dieciséis partes iguales.

Figura 44

®_Coémo dividir una circunferencia en 5, 10, ... partes iguales

Dada la circunferencia de centro O (fig. 45):
1. Sedibujan dos diametros, KL y AF, perpendiculares entre si.

2. Se divide el radio OL en dos partes iguales mediante el
trazado de la mediatriz, con lo que se halla el punto M.

3. Con centro en M se describe un arco de radio MA hasta
cortar al diametro KL en el punto N.

4. Pentagono. El segmento AN es el lado [, del pentagono regu-
lar inscrito.

5. Decagono. El segmento ON es el lado [, del decagono regu-
lar inscrito.

Figura 45




® Como dividir una circunferencia en 7, 14, ... partes iguales

Dada la circunferencia de centro O (fig. 46):

il

Se traza un diametro cualquiera HA.

2. Heptagono. Se traza la mediatriz del radio OA, que pasa por

su punto medio, S, y corta a la circunferencia en los puntos
Py Q. El segmento PS es el lado [, del heptagono.

Poligono de catorce lados. Si se trazan desde el centro de
la circunferencia las perpendiculares a los lados del hepta-
gono, estas cortaran a la circunferencia en siete puntos que,
junto con los vértices del heptagono, forman el poligono de
catorce lados.

® Como dividir una circunferencia en 9, 18, ... partes iguales

Dada la circunferencia de centro O (fig. 47):

L.
2

Se trazan dos didmetros AQ y /K, perpendiculares entre si.

Desde un extremo, K, de uno de los didmetros, se traza un
arco con el mismo radio de la circunferencia, que corta a
estaenel punto L.

Con centro en el otro extremo, /, del mismo didmetro, y radio
JL, se traza un arco que corta a la prolongacion del otro
diametro en el punto M.

Con centro en My radio M/ se traza un nuevo arco que corta
al diametro AQ en el punto N.

. Eneagono. El segmento AN es el lado [, del poligono regular

de nueve lados.

Poligono de dieciocho lados. Si se trazan desde el centro
de la circunferencia las perpendiculares a los lados del
eneagono, estas cortaran a la circunferencia en nueve pun-
tos que, junto con los vértices del eneagono, forman el poli-
gono de dieciocho lados.

® Como realizar la division aproximada de una circunferencia

enun numero cualquiera de partes iguales

Dada la circunferencia de centro O (fig. 48):

e

Se divide un diametro AL de la circunferencia en el mismo
ndmero de partes iguales en que se desea dividir la circun-
ferencia, y se numeran dichas divisiones. En este caso, se
divide en once partes.

Con centros en los extremos A y L del didmetro anterior y
con radio igual al diametro se trazan dos arcos, que se cor-
tan en el punto M.

El punto M se une con el punto nimero 2 del didmetro, y se
prolonga dicha recta hasta que corte a la circunferencia en
el punto B. El segmento AB es la divisién buscada y el lado
aproximado del poligono correspondiente, en este caso un
undecédgono.

Figura 47

Figura 48




3.3. struccion de poligonos regulares
conociendo el lado

® Como construir un pentagono regular

Dado el segmento AB (fig. 51):

1

wi

Se prolonga el lado AB: se dibuja la mediatriz s del segmento
AB, cuyo punto medio es F, y se traza la perpendicular ¢ al
lado AB, por uno de los extremos.

Se traza un arco con centro en B y radio BA hasta cortar en G
a la perpendicular ¢ trazada por B.

Se traza un segundo arco con centro en F y radio FG hasta
cortar en H a la prolongacién del lado AB.

Se traza un tercer arco con centro en A y radio AH (diagonal
del pentagono regular) hasta cortar al primerarcoenCyala
mediatriz s en D, vértices ambos del pentagono.

- Con centros en Ay Dy radio AB se trazan dos arcos que se

cortaran en £, el quinto y dltimo vértice del pentagono.

Como construir un heptagono regular

Dado el segmento AB (fig. 52):

1.

Se trazan la mediatriz s del segmento AB'y la perpendicular
t al lado AB por el extremo B.

. Con vértice en 4, se construye un angulo de 30°, cuyo lado

corta a la perpendicular ¢ en H.

Desde A y con radio AH se describe un arco de circunferen-
cia que cortara a la mediatriz s en el punto O, centro de la
circunferencia que inscribe al poligono de siete lados.

Con centro en By con radio AB se traza un pequefio arco que
cortara a la circunferencia en el punto C; con centro en Cy
con radio AB se traza otro arco que cortarad a la circunferen-
cia en el punto D, y asf sucesivamente hasta obtener todos
los vértices del heptagono.

Como construir un octogono regular

Dado el segmento AB (fig. 53):

1:

Se traza la mediatriz s del segmento AB, cuyo punto medio
es /.

- Se dibuja una circunferencia con centro en [y diametro AB,

que corta a la mediatriz en el punto /.

- Con centro enJy radio JA, o /B, se traza otra circunferencia

que corta a la mediatriz en el punto 0, centro de la circunfe-
rencia que inscribe el octégono de lado AB.

- ConcentroenB y con radio AB se traza un pequeno arco que

cortara a la circunferencia en el punto C; del mismo modo se
van obteniendo los restantes puntos del oct6gono.

Figura 51

Figura 52

Figura 53



e Como construir un enedgono regular

Dado el segmento AB (fig. 54):

L.
2.

Se traza la mediatriz s del segmento AB.

Con centro en A y radio AB se traza un arco que corta a la
mediatriz en J.

. Con centro en / y radio /B se traza un arco que corta a la

mediatriz en K.

. Con centro en Ky radio KJ se traza un arco que cortaa s en

el punto F, vértice opuesto al lado AB.

. Se une A con F y se traza la mediatriz de dicho segmento,

que corta a la mediatriz de AB en el punto O, centro de la
circunferencia circunscrita.

. Concentroen By con radio AB se traza un pequefo arco que

cortara a la circunferencia en el punto C; del mismo modo se
van obteniendo los restantes puntos del enedgono.

& Como dibujar la construccién aproximada de un poligono de

un

namero cualquiera de lados conociendo el lado

. Con centro en un punto O cualquiera se traza una circunfe-

rencia de radio arbitrario (fig. 55).

. Se toma un diametro LM cualquiera y se divide en tantas

partes como lados tenga el poligono que se desea construir,
numerando dichos puntos: 1, 2, ...

. Con centros en L y My radio LM se trazan dos arcos, que se

cortan en P.

. Se une el punto P con el punto 2; la prolongacién de dicha

recta corta a la circunferencia en Q.

Se prolonga el segmento LQ y a partir del punto L se lleva la
distancia LR, igual al lado del poligono que se desea cons-
truir.

Por el punto R se traza la paralela al radio OL, que corta a la
prolongacién del radio OQ en el punto B.

. La distancia OB es el radio de la circunferencia que inscribe

al poligono que se pide.

Segundo método

Dado el segmento AB (fig. 56):

1

Con radio ABy centros en Ay en B se trazan dos arcos que se
cortan en el punto O de la mediatriz. El punto O es el centro
del hexagono de lado AB.

Con centro en el punto Oy radio OA se dibuja la circunferen-
cia que corta a la mediatriz de AB en el punto C.

Se divide el radio OC en seis partes iguales. Los puntos 7, 8,
9,10, 11y 12 son los centros de las circunferencias circuns-
critas a los poligonos de 7, 8, 9, 10, 11y 12 lados, respecti-
vamente.

En las figuras correspondientes a los dos ejemplos, se ha repre-
sentado un undecagono.

Figura 54

Figura 56
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Construccion de poligonos estrellados

Para construir un poligono regular estrellado de un niimero determi-
nado de vértices se debe dividir la circunferencia en tantas partes
iguales como vértices tenga el poligono que se va a construir y unir
dichos vértices de dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cuatro, etc.

Elndmero de poligonos estrellados que existen para un nimero vde
vértices es igual al nimero de cifras primas con v (ndmeros que no
tienen divisién exacta con v) que sean menores de v/2. Los vértices
se unen de la manera que nos indican las cifras primas. En el si-
guiente cuadro se puede ver el nimero de poligonos estrellados que
existen para un niimero determinado de vértices, asi como la mane-
ra de unirlos:

En el cuadro, ves el nimero de vértices del poligono estrellado; p es
el ndmero de poligonos estrellados de v vértices, y n son los nime-
ros primos con v menores de la mitad, que indican ademas la forma
de unir los vértices.

% -Ten en cuenta
Para construir un poligono estrellado se ha de partir de un vér-

tice, recorrer todos y cada uno de ellos, y cerrar en el mismo
vértice donde se comenzé.

® Como construir un octgono regular estrellado

Tal como se indica en la tabla anterior, solo existe un poligono
estrellado de ocho vértices, ya que solo hay un ndmero menor
que 4 (8/2), que sea primo con 8: el 3.

Dada la circunferencia de centro 0 (fig. 57):
1. Sedivide la circunferencia en ocho partes iguales.

2. Se unen los vértices de tres en tres, puesto que el nimero
primo con 8 es el 3.

® COomo construir un enedgono regular estrellado
Sl == (N

La tabla anterior indica que existen dos poligonos estrellados
de nueve vértices, puesto que hay dos nimeros menores de 4,5
(9/2) que son primos con 9: el 2 y el 4.

Dada la circunferencia de centro O
1. Se divide la circunferencia en nueve partes iguales.

2. Paraobtener el primer poligono estrellado, se unen los vértices
de dos en dos (fig. 58a), ya que un nimero primo con 9 es el 2.

3. Para obtener el segundo poligono estrellado, se unen los
Vértices de cuatro en cuatro (fig. 58b), pues el otro ndmero
primo con 9 es el 4.

Si'se intentan unir los vértices de tres en tres, se obtienen tres
tridngulos equildteros girados uno respecto del otro, pero que
no forman un poligono regular estrellado.

Figura 58




® C6mo construir un undecagono regular estrellado

Existen cuatro poligonos regulares estrellados de once vértices,
puesto que hay cuatro nameros menores de 5,5 (11/2) que son
primos con 11:el 2, el 3, el 4 yel 5.

Dada la circunferencia de centro O:
1. Sedivide la circunferencia en once partes iguales.

2. Seunen los vértices de dos en dos (fig. 59a), ya que un ndme-
ro primo con 11 esel 2.

3. Se unen los vértices de tres en tres (fig. 59b), pues otro na-
mero primo con 11 es el 3.

4. Se unen los vértices de cuatro en cuatro (fig. 59¢), pues el
cuatro es también nimero primo con 11.

5. Por altimo, se unen los vértices de cinco en cinco (fig. 59d),
ya que el cinco es también primo con 11.

No hay mas poligonos estrellados de once vértices, puesto que,
aungue el nimero seis es también primo con once, es ya mayor
de 5,5.

Ten en cuenta

Muchas de las figuras geométricas empleadas en la decoracion
a lo largo de la historia estan basadas en la construccion de
poligonos estrellados (fig. 60).

Figura 59

Figura 60

EJERCICIOS RESUELTOS -

1 E0] Dibuja un poligono regular estrellado de seis vértices de
radio 20 mm.

No hay ningin poligono regular estrellado de seis vértices,
porque no hay ningdn nimero primo con seis menor de tres. Si,
una vez dividida la circunferencia en seis partes iguales
(fig. 61), se unen los vértices de dos en dos, se obtienen dos
tridngulos equilateros, pero no forman un poligono estrellado.

J Solucién:
|

Figura 61 E
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Se llama proporcién a la relacién o correspondencia que hay
entre dos magnitudes.

1.1. Media proporcional entre dos segmentos

Sean los segmentos a = AB'y b = CD. La media proporcional x a los
segmentos a y b se expresa asi:

a x
X b

Como construir la media proporcional

1. Sobre una recta r (fig. 1) se trasladan los segmentosAB=ay
CD = by, con centro en E, punto medio de AD, se traza la
semicircunferencia de diametro AD.

2. la perpendicular a la recta r trazada por B-C corta a la
circunferencia en el punto F. El segmento x = BF es la media
proporcional entre AB y CD.

Jeorema.de la. altura, En todo triangulo rectangulo la altura
sobre la hipotenusa es media proporcional entre los segmentos
en que queda dividida la hipotenusa.

ste teorema es la aplicacion directa de la construccién de la media
iroporcional entre dos segmentos (fig. 1).

l.2. Teorema del cateto

Teorema del cateto. En todo tridngulo rectangulo un cateto es
media proporcional entre la hipotenusa y la proyeccion de
dicho cateto sobre ella.

ean los segmentosa =ABy b = CD (fig. 2):

a x
X b

Como representar graficamente el teorema del cateto

1. Sobre una recta r se trasladan, a partir de un mismo punto
A-C, los segmentos AB =g yCD = b, y se dibuja la semicircun-
ferencia de didmetro AB, el mayor de los dos segmentos.

2. Porelpunto D se traza la perpendicular a la recta r hasta cortar
a la semicircunferencia en el punto £. El segmento x = AF es la
media proporcional entre los dos segmentos dados.

-3. Teorema de Tales
teorema de Tales, llamado asi en memoria de Tales de Mileto
24-548 a. C.), es la base del estudio de la proporcionalidad:

Teorema del Tales. Si dos rectas r y s son cortadas por rectas
paralelas, estas determinan en r y s segmentos proporcionales.

AB_BC_(D_BD_
AE EF FG EG (fig. 3)

Ac d B
Co—b—oD AR Cu
o . F
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e N
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Figura 1

Figura 2

Figura 3



... Tercera proporcional entre dos segmentos

— = s > o
.ean los segmentosa =ABy b =CD. La tercera proporcional x a dos Ao— 8
egmentos a y b se expresa asi:

a_b
b x

Cémo construir la tercera proporcional a dos segmentos dados

1. Se trazan dos rectas r y s que se corten (fig. 4). A partir del
punto A de interseccion, se lleva AB sobre la recta ry CD
sobre la recta s.

2. Concentroen Ay radio AD se describe un arco que corta a la

recta r en el punto E. a
I 1

3. Porel punto £ se traza la recta paralela a BD que corta a larecta
sen el punto F. El segmento AF = x es la tercera proporcional.

Figura 4
1.5. Cuarta proporcional a tres segmentos

Sean los segmentos a = AB,b=CDy c = EF. La cuarta proporcional
x a tres segmentos a, b y ¢ se expresa asi:

a ¢
b x

Cémo construir ta cuarta proporcional a tres segmentos dados

1. Se trazan dos rectas r y s que se corten (fig. 5). A partir del
punto A de interseccion, se lleva AB sobre larectary CD
sobre la recta s. Sobre la recta r y a continuacion del seg-
mento AB, se lleva el segmento EF.

2. Por el punto F se traza la recta paralela a BD que corta a larecta
sen el punto G. El segmento DG = x es la cuarta proporcional.

EJERCICIOS RESUELTOS

n Dado el triangulo equildtero OAB de lado 20 mm y la circun-
ferencia de centro O que pasa por A y B, dibuja una cuerda
en la circunferencia de modo que quede dividida en tres
partes iguales por los radios OA 'y OB.

Solucién:

1. Sobre las prolongaciones de la cuerda AB (fig. 6) se trasla-
dan las magnitudes AC = BD = AB.

2. Las rectas que unen los puntos Cy D con el centro O cortan
ala circunferenciaen £y F.

| 3. La cuerda EF queda dividida en tres partes iguales por los

radios OA y OB. Figura 6

ra que a/b =16 mm.

i ¥ Dado el segmento a = 39 mm, halla el segmento b de mane-
‘ Solucién:
!

1. Setrazan dos rectas ry s cualesquiera (fig. 7).

2. Sobre la recta r se trasladan los siguientes segmentos:
AB=a/b=16yBC=a=39,ysobre larectasse traslada el
segmento AD = 10 mm. Al ofp=16 |8 0=39 e

\ 1 \

3. Se unen los puntos By Dy por el punto C se traza la paralela
CE a la recta BD. El segmento DE = b es el resultado. Figura 7




» Igualdad

De forma genérica, dos elementos son iguales si tienen el mismo
valor. El concepto de igualdad geométrica es equivalente al de
igualdad matematica, por ejemplo: 3 + 2 = 5.

Dos figuras son iguales (fig. 14) cuando sus lados y sus angulos
son iguales y, ademas, estan en el mismo orden.

e Como construir una figura igual a otra por copia de angulos

T T e v

Dado el poligono ABCDE (fig. 15):

Figura 14

e T — ==

S e e eaa e ]

1. Sobre una recta r cualquiera se toma un segmento A'B' = AB.

2. Con centro en el vértice B se traza un angulo igual al del
vértice B, del siguiente modo:

* Con centro en B se dibuja un arco que corta a los lados del
angulo en los puntos Fy G; con centro en B’ se dibuja otro
arco del mismo radio que el anterior:

* Con radio FG y centro en F' se traza un arco que corta al
altimo en el punto G*; uniendo el punto G’ con B’ se obtie-
ne el dngulo buscado.

3. Sobre el lado obtenido en el punto anterior se toma el seg-

mento B'C' = BC.
4. Con centro en el punto C' se dibuja un angulo igual al del
vértice C, repitiendo la operacion 2. De este modo se van Figura 15

construyendo sucesivamente los lados y los angulos hasta
cerrar el poligono.

® Como construir una figura igual a otra por coordenadas
A e N R Be w eSS 55 Fw
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Dado el poligono ABCDE (fig. 16):

1. Sedibujan dos ejes coordenados X e Y cualesquiera.

2. Se proyectan todos los vértices de la figura sobre el eje X
(puntos A, B, C etc)ysobreeleje Y (puntos Ay, By, Cy, etc.).

3. Sobre dos nuevos ejes coordenados cualesquiera X' e Y’ se
llevan, desde el origen, las distancias OA’" =0A,0B =08,
0'C’, = OC,, etc., sobre el eje X', y O'A’y =0A, O’B'y = OBy,
O’C’y = OCy, etc., sobre el eje V",

4. Por los puntos hallados anteriormente se trazan perpendicu-
lares a los ejes respectivos X' e V', de forma que los puntos
deinterseccion son los vértices del nuevo poligono A'B'C'D'E". Figura 16

@® Como construir una figura igua
TS T e

e e e e

l a otra por radiacion

e e e e

Dado el POlféonBEBCDE(fig' e

1. Seelige un punto 0 cualquiera, dentro o fuera del poligono,
y se une a continuacién con todos y cada uno de los vértices.

2. Con centro en el punto 0 y radio arbitrario se traza una cir-
cunferencia cualquiera, y con centro en otro punto exterior
O'se traza otra circunferencia de radio igual a la anterior.

3. Por copia de angulos, se van trazando todas las rectas que
parten del punto O'. Sobre cada uno de los rayos se llevan
las distancias 0’4’ = OA, 0'B' = 0B, 0'C' = OC, etc.

Figura 17
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® Como construir una figura igual a otra por triangulacidn
R e e e Y S T A Ty =S R i ey

Este método es similar al anterior, salvo que en vez de elegir un
punto cualquiera, se elige uno de los vértices del poligono
ABCDE (fig. 18).

1. Se une un vértice, por ejemplo el A, con todos los demas
vértices.

2. Por copia de tridngulos, se van construyendo los triangulos
AB'C',A'C'D'y AD'E', iguales a los tridngulos ABC, ACD y ADE
del poligono dado.

También se puede trazar una circunferencia de radio arbitrario

con centro en A y, a continuacion, aplicar el procedimiento
anterior, por radiacion.

Figura 18

EJERCICIOS RESUELTOS S —

ﬂ Dibuja un tridngulo isésceles, cuya base de 30 mm es la
parte durea del otro lado.

Solucién:

1. Setraza la mediatriz de la base AB = 30 mm para determi-
nar su punto medio Cy, a continuacién, se traza la perpen-
dicular por el extremo B (fig. 19).

2. Con centro en B se traza un arco que pasa por Cycortaala
perpendicular en el punto D.

3. Con centro en Dy radio DB se traza otro arco que corta a la
prolongacion de la recta AD en el punto £.

4. Elsegmento AF es el otro lado del triangulo isésceles. Por
tanto, conradio AE y centros en Ay en B se trazan dos arcos
que se cortan en el punto F, que sera el tercer vértice del
triangulo.

Figura 19

n Dada la pajarita y un punto O exterior a ella (fig. 20), cons-
truye por triangulacion una figura igual conociendo el pun-
to 0" donde debe estar situada.

Solucién:
1. Se une el punto O con todos y cada uno de los vértices de

la figura, trazando también por D una recta horizontal y por
0O una recta vertical que se cortan en el punto M.

2. Porel punto O'se traza la recta O'M' = OM (fig. 20) y por el
punto M’se traza la recta horizontal r sobre la que se mar-
can los puntos D'y £'a partir del centro 0"

3. Por triangulacion se construyen los triangulos O'E'C' y
0'CA".
4. Con centro en 0’ se van trasladando las distancias O'F" y

0'G'sobre larecta £'C', 0'B' sobre la recta A'C' y 0'/'sobre la
rectaA'E".

Fi




B Semejanza

Dos figuras son semejantes cuando tienen sus angulos iguales
y sus lados proporcionales (fig. 21).

La proporcionalidad entre los lados, es decir, el cociente entre
las magnitudes homélogas, se denomina razén de semejanza.

® (Como construir una hgura directamente semejante a otra a

'p==arT1r3 E] razonﬁ seme anza rpbr 101010 —

ST ey

Dado el pohgono ABCDE (fig. 22), supongamos que la razén de
semejanza es 2/3:

1. Setoma un punto arbitrario Oy se une con todos los vértices
del poligono dado. Uno de los segmentos asi hallados, por
ejemplo OA, se divide en tantas partes como indique el denomi-
nador de la raz6n de semejanza, en nuestro caso 3, y a partir
del punto O se toman tantas partes como indique el numerador.
El punto as hallado, A, es el punto homélogo del A.

2. Porelpunto A’se traza la paralela a la recta AB hasta cortar
a la recta OB en el punto B'. Por el punto B’ se traza la para-
lela a la recta BC hasta cortar a la recta OC en el punto C', y
asi sucesivamente hasta cerrar el poligono.

Como construir una figura directamente semejante a otra a
partir de la razon de semejanza (por coordenadas)

Dado el poligono ABCDE (fig. 23), supongamos que la razén de
semejanza es, como en el caso anterior, 2/3:

1. Sedibujan dos ejes coordenados X e Y cualesquiera y se pro-
yectan los vértices de la figura sobre el eje X (puntos A. 8.
C,. etc.) y sobre el eje Y(puntosA B.C etc.).

2. Sobre dos nuevos ejes coordenados X' e Y se llevan, a par-
tir de O', las distancias 04" = (2/3)(0A), 08’ = (2/3)(0B),
oc, = (2/3)(OC) etc., sobre eleje X',y O‘A’ =(2/3)(0A )
o' B (2/3)(03) etc., sobre el eje Y.

3. Por [os puntos hallados anteriormente se trazan perpendicu-
lares a los ejes X' e Y'. Los puntos de interseccién son los
vértices del poligono A'B'C'D'E’, semejante al dado.

Como construir una figura inversamente semejante a otra

En este caso la razon de semejanza es negativa. Se acttia también
“por radiacion”, salvo que las partes que indica el numerador se
toman en sentido contrario a las partes del denominador (fig. 24).

EJERCICIOS RESUELTOS T S

| B Construye un poligono de lados proporcionales al heptagono
regular dado y cuyo lado A'B' mida 18 mm.

Solucion:

1. Se sitda A'B’ paralelo al lado AB (fig. 25). Las rectas que
unen los puntos A con A'y B con B’ se cortan en el punto P,
centro de semejanza.

2. La mediatriz del lado A'B' se corta con la recta PO en 0",
Con centro en 0'y radio O’ se traza la circunferencia que
contiene al heptagono regular pedido.

Figura 21

Figura 22

Figura 24

(escala 2:3)

Figura 25




Homotecia

ﬁézﬂfﬂ:~ RS TSI

punto de hoi

El concepto de transformacién en geometria es equivalente al
concepto de funcién en élgebra.

Una transformacion geométrica es una correspondencia (o
aplicacion) entre elementos de dos formas geométricas.

Una transformacion proyectiva es tal que cuatro puntos en
linea recta se transforman en otros cuatro puntos en linea
recta, siendo la razén doble de los cuatro primeros igual a la
razén doble de los cuatro segundos. Figura 6

2.1. Homotecia
Las escalas son un ejemplo de aplicacién de la homotecia (fig. 6). /

La homotecia es una transformacién que cumple las siguientes

leyes (fig. 7): _&

« Dos puntos homotéticos A y A" estan alineados con un punto
fijo O llamado centro de homotecia.

- Dos rectas homotéticas a y a’son paralelas. *ﬁ‘/\a'
A
7
2 : i
» Razon de la homotecia_
e s 5 4 . . Figura 7
Razén o coeficiente de homotecia es la razon entre las distancias
que hay desde el centro O hasta los puntos homotéticos Ay A
_OA
OA'
B -Ten en cuenia
- Si el coeficiente de homotecia es positivo, ambos puntos
estan al mismo lado del centro de homotecia, y si es negativo,
estan a distinto lado.
. Para definir una homotecia basta con conocer uno de estos
datos: el centro y dos puntos homotéticos; el centroy larazén
de homotecia, o bien dos figuras homotéticas.
E]ERCICIOS RESUELTOS — e
B Halla el homotético B' de un punto B (fig. 8), conociendo el A A 0
centro de homotecia Oy un par de puntos homotéticos Ay A'. N \ /’/
Soluci \\ TN
olucion: , '
¢ N /)B<
Por A’ se traza una recta a' paralela a la recta a que une los >\\
puntos Ay B. El punto B'es la solucion. Figura 8 &

AC = 35 mm (fig. 9), dibuja un cuadrado inscrito en el mismo.
Solucién:

1. Dado el triangulo ABC, a partir de un segmento DG arbitra-

\

1

|

\

|

1

‘!

‘1 I8 Dado el triangulo ABC, con AB = 60 mm, BC = 55 mm y
\

| rio, perpendicular al lado AB, se dibuja el cuadrado DEFG.
|

2. Larecta que une los puntos Ay F corta al lado BC del trian-
| gulo en el punto H.

l 3. Por el punto H se traza la perpendicular HK'y la paralela AL
1 al lado AB, y por L se traza la perpendicular LJ, con lo que
se obtiene el cuadrado JKHL que se pide. Figura 9

52




Simetria

Todos tenemos una idea intuitiva de la simetria, pues esta aparece
en miltiples ocasiones en la naturaleza, por ejemplo, en ciertos ani-
males (fig. 10). Pero la simetria esta presente en muchos otros dm-
bitos, como la geometria, la misica, la fisica, etc.

3.1. Simetria central

PSS =2l

La simetria central es una transformacion geométrica en la
que se cumplen las siguientes leyes (fig. 11):

+ Dos puntos simétricos A y A’ estan alineados con un punto O
fijo llamado centro de simetria.

« Los dos puntos estén a distinto lado y a igual distancia del
centro (OA = -0A").

3.2. Simetria ax1al

T TR
La simetria axial es una transformacién que cumple las si-
guientes leyes (fig. 12):

* La recta que une dos puntos simétricos A y A’ es perpendicu-
lar a un eje e, llamado eje de simetria.

% m

; * Los dos puntos se encuentran a distinto lado e igual distancia
del eje (A A = -AA).

Figura 10

Figura 11
A
o r
B
C-C’ Ao l €

Figura 12

| E]ERCICIOS RESUELTOS

B Construye la figura simétrica del poligono ABCDE respecto
del punto O (fig. 13):

Solucidn:

1. Se une el punto A con el centro 0, y se lleva sobre dicha
recta y en sentido contrario el segmento OA' = OA.

B O o RPN

2. Seune el punto B con el centro O e, igual que con el punto
anterior, se lleva la distancia OB’ = 0B. Del mismo modo se
obtienen los restantes puntos.

B

;:_EH Construye la figura simétrica del poligono ABCDE (fig. 14)
E respecto del eje e.

Solucion:

1. Por el punto A se traza la recta perpendicular al eje e, y se
lleva sobre dicha recta y en sentido contrario el segmento
AA = A A.

2. Se traza por el punto B la recta perpendicular al eje ey,
como con el punto anterior, se lleva la distancia B,B'=B,8B,
y asi sucesivamente.

Figura 13

Figura 14




IO 1:aslacion

En el mundo que nos rodea, entendemos por traslacion el movi-
miento que cambia de lugar una cosa (fig. 15).

En geometria se denomina transformacion al hecho de mover algo;
por tanto, entendemos por traslacién la transformacion geométrica
mediante la cual cada punto de un objeto se mueve una distancia
constante en una direccion determinada.

L

EJERCICIOS RESUELTOS S ——

4.1. Traslacion

La traslacion es una transformacién que cumple las siguientes
reglas (fig. 16):

. La recta que une dos puntos homélogos A'y A’ es paralela a
una direcci6n de traslacién d.

- Dos rectas homologas a y a’ son paralelas.

De la definicion anterior se deduce que todos los puntos de una
figura se trasladan la misma distancia seglin una misma direc-
cion y sentido (fig. 17).

- Il Dadas dos rectas paralelas r y s (fig. 18) y una tercera t no pa-
ralela, construye un triangulo ABC (AB = 20 mm, BC =25 mm
y AC = 15 mm) que tenga un vértice en cada recta.

Solucion:

1. Con centro en un punto A cualquiera de la rectary radio
AB, se traza un arco hasta cortar a la recta s en el punto B.

2. Con centro en Ay radio AC y con centroen By radio BC se
dibujan dos arcos, que se cortan en el punto C.

3. Se traslada el triangulo ABC: por el punto C se traza una
recta paralela a las rectas ry s hasta cortaraten el punto C".

4. Por C’se trazan las paralelas a ACy a BC, quecortanarys

en los puntos A'y B, respectivamente.

Dibuja un segmento paralelo al segmento AB (fig. 19) e igual

a él, cuyos extremos estén situados uno en cada una de las
circunferencias dadas.

Solucion:

1.

A partir del punto O, centro de una de las circunferencias
dadas, se traza el segmento OP, igual y paralelo al segmen-
to AB dado (fig. 19).

Con centro en Py radio igual al de la circunferencia de cen-
tro O se traza una nueva circunferencia, que corta a la de
centro 0'en los puntos Dy D".

A partir de los puntos Dy D' se trazan dos rectas paralelas
al segmento AB, que cortan a la circunferencia de centro O
en los puntos Cy C'. Los segmentos CD y C'D" son las dos
soluciones del ejercicio.

Figura 15

Figura 16

Figura 17

Figura 18

Figura 19

B
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Elconcepto de girar se puede definir como dar vueltas alrededor de
un eje o en torno a un punto.

En el espacio, por ejemplo, los satélites giran alrededor de su eje;
también giran alrededor de su eje las ruedas de cualquier vehiculo,
las agujas de un reloj o las paletas de un aerogenerador (fig. 20); los
caballos de un tiovivo giran alrededor del poste central, etc.

5.1. Giro

Dados un punto 0, un angulo @y un sentido, el giro es una
transformacion tal que a un elemento A le corresponde un ele-
mento A', de modo que se cumplen las siguientes reglas (fig. 21):

+ La distancia de ambos puntos, A y A', a un punto fijo 0, llama-
do centro de giro, es constante (0A = 0A").

« El angulo que se forma al unir los dos puntos con el centro de
giro, y su sentido, es igual a un éngulo dado, llamado angulo
de giro (angulo AOA' = ¢).

= —1en en Ccu

El centro de giro O es el punto de interseccion de las mediatrices
de los segmentos que unen puntos homélogos, AA’, BB, etc.

EJERCICIOS RESUELTOS S

n Gira la recta r dada en el sentido de las agujas del reloj, si el
centro de giro es 0y el angulo de giro, ¢ (fig. 22).

Solucién:

1. Por el punto O se traza la perpendicular a r, con lo que se
halla A.

2. Concentroen Oy angulo gse gira el punto A hasta la posi-
cion A”. Por A’ se traza la recta r', perpendicular a OA".

Para girar cualquier otro punto, B, de la recta r basta con trazar
un arco BB de centro O hasta cortar a la recta girada r' en el
punto B'. Por supuesto, el angulo ¢=A0A"es igual al angulo BOB".

: m Dados los cuadrados ABCD y A'B'C'D’, iguales y girados
; (fig. 23), halla el centro de giro.

Figura 23 (escala 1:2)

Solucién:

1. Se dibuja la mediatriz de los segmentos AA"y CC', que se
cortan en el punto O, centro de giro (fig. 24).

2. Elangulo que forman las rectas 0A y OA'es igual al angulo de
giro.

Figura 20

Figura 21

Figura 22

Figura 24




Tangencias

Prs e et e

se pueden encontrar aplicaciones de las tangencias en muchos
ugares: en las maquinas laminadoras, en los rodillos que emplean
as maquinas de prensa, en los engranajes de la maquinaria de un
eloj, en disefios arquitectdnicos (fig. 1) y ornamentales, en el traza-
1o de los enlaces de las autopistas, etc.

>ara un estudio sistematizado de las tangencias entre circunferen-
sias y rectas, identificaremos con su inicial los elementos geométri-
zos de los que se parte:

R: radio

2: punto

= recta

c: circunferencia

El estudio de las tangencias se puede dividir en tres grandes apar-
tados, segln sea el elemento geométrico que se quiere trazar. A
continuacion, se especifican los datos de partida en cada caso:

Trazado de rectas tangentes: pp, pc, cc.

Por ejemplo, pc indica que se trata de un problema en el que se
pide trazar las rectas tangentes que pasen por un punto (p) y sean
tangentes a una circunferencia (c).

- Trazado de circunferencias conociendo el radio R: Rpp, Rpr,
Rpc, Rrr, Rrc, Rec.

Por ejemplo, Rrc indica que lo que se pide es trazar las circunfe-
rencias conociendo el radio (R), que sean tangentes a una recta
dada (r) y a una circunferencia (c) también dada.

- Trazado de circunferencias sin conocer el radio: ppp, ppr, ppc,
prr, pre, pec, rrr, rirc, rec, €cc.

Por ejemplo, prc se refiere al trazado de circunferencias que pa-
sen por un punto (p) y sean tangentes a una recta (r) y a una cir-
cunferencia (c) dadas.

Dichas abreviaturas apareceran entre paréntesis junto al enunciado
del epigrafe correspondiente.

Una circunferencia es tangente a una recta o a otra circunfe-
rencia si tienen un Gnico punto coman.

Sidos circunferencias son tangentes, el punto de tangencia se
encuentra en la recta que une los centros (fig. 2).

Si una recta es tangente a una circunferencia, el radio en el
punto de tangencia es perpendicular a la tangente (fig. 3).

El centro de cualquier circunferencia que pase por dos puntos
esté en la mediatriz del segmento que los une (fig. 4). Dicho de
otro modo, todo radio perpendicular a una cuerda la divide en
dos partes iguales.

El centro de cualquier circunferencia tangente a dos rectas se
encuentra en la bisectriz del angulo que forman ambas (fig. 5).

|4

Figural

Figura 2

Figura 4

Figura 5




D Trazado de rectas tangentes

En los motores, las correas de transmisién dan una idea clara de lo
que representan las rectas tangentes a circunferencias (fig. 6).

2.1. Rectas tangentes a una circunferencia
que pasan por un punto (pc)

® Como trazar la recta tangente a una c1rcunferenc1a que pasa
por un punto de la misma

Dados la circunferencia de centro O y el punto M (fig. 7):
1. Setraza el radio OM correspondiente al punto dado. Figura 6

2. Porel punto M se traza la recta r perpendicular al radio OM.

® Como trazar rectas tangentes a una c1rcunferenc1a desde un
unto exter lor

Dados la circunferencia de centro Oy el punto M (fig. 8):

1. Se dibuja el segmento OM y se halla el punto medio A del
mismo mediante el trazado de la mediatriz.

2. Con centro en el punto Ay radio AO = AM se traza la circun-
ferencia que corta a la dada en los puntos By C, puntos de
tangencia de las soluciones.

3. Seune el punto M con los puntos By C mediante las rectas ry s.

® (Como trazar rectas tangentes a una c1rcunferenc1a de centro
fsconomdo desde un punto de [a mlsma

e szzieca Y

Sean elarcocyElpuntonelarco (fig. 9): Figura 8

1. Con centro en el punto M y radio arbitrario se traza un arco
que corta al dado en el punto A.

2. Concentro en el punto Ay radio arbitrario se traza otro arco
que corta al dado en el punto B.

3. Con centro en el punto M y radio MB se traza un arco que
corta al anterior en el punto C. La recta r que une los puntos
My C es la solucion.

Figura 9

; E]ERCICIOS RESUELTOS = !

n Dados el segmento AB y el punto O (fig. 10), dibuja el trian-
gulo que tiene por lado AB, sabiendo que O es el incentro.

Solucion:

1. Elincentro es el punto donde se cortan las bisectrices de
un triangulo. Por tanto, el incentro es el centro de la circun-
ferencia tangente a los lados del triangulo.

2. Con centro en el punto O se traza la perpendicular al lado
AB, obteniéndose asi el punto D de tangencia de la circun-
ferencia de centro O con el lado AB.

3. Por el punto A se traza la recta r tangente a la circunferencia \
anterior y por el punto B se traza la recta s tangente a la misma.
El punto C de interseccion de las rectas r y s es el tercer
vértice del triangulo.

Figura 10

— P — —
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2.2. Rectas tangentes a dos circunferencias

de distinto radio (cc)

® (Como trazar rectas tangentes exteriores a dos circunferen-

T
c1as de distinto radio

Sean las circunferencias de centro 0,y 0, (fig. 11) y radios r
y I,, respectivamente:

1

(O8]

Con centro en 0,, centro de la circunferencia de mayor
radio, se traza otra circunferencia cuyo radio sea ;=T

- Desde el centro O, se trazan las rectas my n tangentes a la

circunferencia anterior, de radio r,—r;paraello, con cen-
tro en el punto medio A del segmento 0,0,, se dibuja un
arco de radio AO, que corta a la circunferencia en los pun-
tos By C, que unidos con 0, nos dan las tangentes m y n.

Las rectas que unen el punto 0, con By C cortan a la circun-
ferencia dato en los puntos D'y £ de tangencia. Los puntos de
tangencia con la otra circunferencia se hallan trazando por
0, las rectas paralelas a 0,0y a0, hasta cortar a la circun-
ferencia en los puntos Fy G. Las rectas r y s que unen los
puntos de tangencia FD y GE son la solucién.

a Como trazar rectas tangentes interiores a dos circunferen-

gy A s

~ . cias de distinto radio

i Sean las circunferencias de centro 0,y 0, (fig. 12) y radios r,
. yr, respectivamente:

b 1.

EJERCICIOS RESUELTOS

Con centro en 0, centro de la circunferencia de mayor ra-
dio, se traza otra circunferencia cuyo radio sea Fy ¥

- Desde el centro O, se trazan las rectas m y n tangentes a la

circunferencia anterior, de radio r, +r;es decir, con cen-
tro en el punto medio A del segmento 0,0,, se dibuja un
arco de radio AO, que corta a la circunferencia en los pun-
tos By C, que unidos con 0, nos dan las tangentes m y n.

Las rectas que unen el punto 0, con By C cortan a la cir-
cunferencia dato en los puntos D y £ de tangencia. Los
puntos de tangencia con la otra circunferencia se hallan
trazando por 0O, las rectas paralelas a 0,0y a O, hasta
cortar a la circunferencia en Fy G. Las rectas r y s que
unen los puntos de tangencia FD y GE son la solucién.

Figura 11

Figura 12

ﬂ Dibuja la copa de la figura (fig. 13), determinando los cen-

tros y los puntos de tangencia.
Solucién:

1. Sesitaan los centros A, B, / y K'y se dibujan las circunferen-
cias de radios 8 mmy 16 mm (fig. 14).

- Se trazan las rectas tangentes exteriores.

Figura 13

R
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BED 1:2zado de circunferenc

® (Coémo trazar circunferencias que pasan por dos puntos

62

3.1. Circunferencias que pasan por dos puntos
(Rpp)

"Dados los puntos My N,y el radio R de la circunferencia (fig. 15):
1. Concentroen My radio R se trazan dos arcos de circunferencia.

2. Con centro en Ny radio R se trazan otros dos arcos de cir-
cunferencia, que se cortan con los anteriores en los puntos
0,y 0,, centros de las circunferencias solucién.

Figura 15
3.2. Circunferencias que pasan por un punto y
son tangentes auna recta (Rpr)~

& Como trazar circunferencias tangentes a una recta que pasan
“por un punto de la recta

Sean larecta r, un punto M de la misma y el radio R de la circun-
ferencia (fig. 16):

1. Por el punto M se traza la perpendicular a la recta r.

2. Sobre la perpendicular, y a partir del punto M, se llevan en
ambos sentidos las distancias MO, y MO, iguales al radio R
dado. Los puntos 0, y O, son los centros de las soluciones y
M el punto de tangencia coman. Figura 16

® Como trazar circunferencias tangentes a una recta que pasan
pOr un punic exterior

Sean la rectar, el punto My el radio R de la circunferencia (fig. 17):

1. Porun punto A cualquiera de la recta r se traza la perpendi-
cular a esta y sobre ella se transporta un segmento AB igual
al radio R; por el punto B se traza la recta m paralela ar.

2. Con centro en el punto My radio R se trazan dos arcos de
circunferencia, que cortan a la recta m en los puntos 0,y 0,,
centros de las dos soluciones.

3. Por 0,y 0, se trazan las perpendiculares a la recta r, con lo
que se obtienen los puntos Cy D de tangencia. Figura 17

EJERCICIOS RESUELTOS oummmms S

B Dibuja el pie de copa de la figura (fig. 18). i

Figura 18

Solucién:

Se trata de trazar las circunferencias que pasan por los puntos Figura 19
Cy Dy son tangentes a la base (fig. 19).




3.3, Circunferencias que pasan

san por un punto y
son tangentes a una circunferencia (Rpc

® (Como trazar circunferencias tangentes a otra circunferencia

y que pasen por un punto de 1@ misma

Sean la circunferencia de centro O, el punto M de ella y el radio
R de las soluciones (fig. 20):

1. Seune el centro O con el punto M mediante una recta.

2. Sobre larecta anteriory a partir de M se trazan sendos arcos
de radio R que cortan a la recta en los puntos 0,y 0,

3. Los puntos 0, y O, son los centros de las soluciones y M el
punto de tangencia comn.

Como trazar circunferencias tangentes a otra circunferencia
y que pasen por un punto exterior

Sean la circunferencia de centro O, el punto My el radio R de las
circunferencias solucion (fig. 21):

1. A partir del centro O se traza una recta cualquiera y sobre
ella se transporta el segmento OA = R; en dicha recta se de-
terminan también los puntos By C, tales que AB = AC = R/,
siendo R'el radio de la circunferencia dada de centro O.

2. Concentroen Oy radios 0B=R + R'y OC = R - R’ se trazan
sendas circunferencias.

3. Con centro en el punto My radio R se traza la circunferencia
que corta a las anteriores en los puntos 0,,0,, 0,y O,, cen-
tros de las circunferencias solucién. Los puntos de intersec-
cion de la circunferencia dada con los segmentos 00, 00,
00,y 00, determinan los puntos D, £, F y G de tangencia.

3.4, Circunferencias tangentes a dos rectas que

se cortan (Rrr)

Como trazar circunferencias tangentes a dos rectas
Sean las rectas ry s, y el radio R (fig. 22):

1. Setrazan dos rectas my n, paralelas a r, a una distancia R y
otras dos rectas py g, paralelas a s, a una misma distancia R.
Los puntos donde se cortan las cuatro rectas m, n, py g son
los centros 0, 0,, 0,y O, de las soluciones.

2. Los puntos de tangencia A, B, C... se hallan trazando las per-
pendiculares a las rectas ry s por los centros 0,0,0,y0,

Figura 20

Figura 21

Figura 22
esEse e _____—\
: \_E]ERCICIOS RESUELTOS ~
n Dibuja la figura dada (fig. 23). /\
Solucién:
RPN R

Se trata de trazar la circunferencia tan-

gente a las rectas r y s conociendo el ra- 5

dio (fig. 24). &

(fig ) 0\9
Figura 23 Figura 24 lo1:2
- igura igura (escala 1:2) ‘26




Enlaces

Un enlace es la union uniforme entre dos elementos geométricos
que establecen una continuidad sin que haya angulos ni dobles
puntos de interseccion.

Los casos mas sencillos de enlaces se producen entre una recta y
una circunferencia o entre dos circunferencias. Tal es el caso de los
enlaces en los nudos de las autopistas (fig. 31).

Para un correcto trazado de los enlaces, deben estar determinados
con precision los centros y los puntos de tangencia. Para garantizar
la continuidad del enlace entre rectas y arcos, y con el fin de evitar
angulos o dobles puntos (fig. 32), se trazan primero los arcos de
circunferencia y después los segmentos rectos, lo cual permite rea-
lizar ligeras correcciones a las posibles imprecisiones cometidas.

Como hemos visto en la pagina 55, el radio de una circunferencia es
perpendicular a la recta tangente en el punto de tangencia. Ademas,

Figura 31

el punto de tangencia entre dos circunferencias esté en la recta que Bien ©
une sus centros. .
Figura 32
® Comg_enlazar dos.rectas.que se cortan mediante un arco de de
Zadio conocidg
Dadas las rectas ry sy el radio R (fig. 33):
1. Setraza la bisectriz t del angulo que forman las rectasry s.
2. Setraza la recta m paralela a una de las dos rectas dadas, a
una distancia igual al radio R dado.
3. Elpunto O de interseccién de las rectas t y m es el centro de
la circunferencia de enlace. Por el punto O se trazan las per-
pendiculares a las rectas ry s, que las cortan en los puntos A :
. . Figura 33
y B respectivamente, puntos de tangencia del enlace.
» Como enlazar dos rectas que se cortan mediante un arco
CS——— LIS e
( urto de tangenma en una de el{as
Dadas las rectas rys y el punto A (f1g 34)A“4" o
1. Setraza la bisectriz t del angulo que-forman las rectas rys.
2. Por el punto A se traza la perpendicular p a la recta r.
3. El punto O de interseccién de las rectas t y p es el centro de la
circunferencia de enlace. Por el punto O se traza la perpendicu-
lar a la recta s, que la corta en el punto B de tangencia.
Figura 34
2 EIERCICIOS RESUEI.TOS = S
SE ot B e C
q leU]a la f|gura dada (fig. 35). /\ A (escalo 2:3)
Solucion:
WIGEINTE gy
Se trata de enlazar los lados del @
tridngulo con arcos de radio
conocido (fig. 36). 14
15
r 82 |
I |
Figura 35
Figura 36




® Como enlazar dos rectas paralelas mediante dos arcos de
igual radio, conociendo {os dos puntos de tangencia

Dadas las rectas ry s, y los puntos My N (fig. 37):

1.

Los centros de los arcos estaran en las perpendiculares tra-
zadas por los puntos My N a las rectas ry s.

. Se halla el punto medio A del segmento MN y se trazan las

mediatrices de AM y AN.

Los puntos en los que se cortan las mediatrices con las perpen-
diculares trazadas por My N son los puntos 0,y 0,, centros de
los arcos solucién, que son tangentes entre si en el punto A.

® Como enlazar dos rectas cualesguiera mediante dos arcos,

conociendo el radio de uno de etlos y los puntos de tan&encia
Dadas las rectas r y s, los puntos de tangencia My N, y el radio
R (fig. 38):

i

Por los puntos My N se trazan perpendiculares a las rectas r
y s, respectivamente.

. Sobre la perpendicular a r se traslada, hacia el interior del

angulo, el segmento MO, = Ry sobre la perpendicular a s,
hacia el exterior, el segmento NA = R. El punto O, es el centro
de uno de los arcos.

La mediatriz del segmento O A corta a la perpendicular a s
en el punto O,, centro del segundo arco. El punto B de tan-
gencia entre las dos circunferencias estd en la recta 0,0,
gque une sus centros.

® (Cémo enlazar una recta y un arco mediante otro arco de radio

E

o«

|:

conocido
Ll =nin s maeate )

Dados la recta r, la circunferencia ¢ de centro O y el radio R (fig. 39):

1

. Se traza la recta m paralela a la recta r a una distancia R

igual al radio dado.

- Setraza la circunferencia d con centro en Oy radio igual a la

suma (o a la diferencia, segin sea el caso) del radio de la
circunferencia cy el radio dado R.

El punto O de interseccion de la circunferencia d y la recta
m es el centro del arco de enlace.

El punto A de tangencia con la recta r se halla trazando la
perpendicular a r, y el punto B de tangencia entre las dos
circunferencias esta en la recta 00" que une sus centros.

' Como enlazar una recta y un arco mediante otro arco, cono-

CON {a circunterencia

- Dados la recta r, la circunferencia de centro O yel punt(TA (fig. 40):

e

e T Fat e

AR 0

48 A 0

- 1. Porel punto A se traza la recta t tangente a la circunferencia

(perpendicular al radio 0A).

Se dibuja la bisectriz m del angulo que forman las rectas ry
t. El punto O' de interseccién de m con la recta OA es el
centro del arco de enlace.

El punto B de tangencia con la recta r se halla trazando la
perpendicular a la misma.

Figura 37

Figura 38

Figura 39

Figura 40

e
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